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UM MODELO DE PROGRAMAÇÃO LINEAR INTEIRA MISTA PARA O
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gue Xavier”.
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Resumo

Resumo da Dissertação apresentada ao Programa de Pós Graduação em Instrumentação,
Controle e Automação de Processos de Mineração como parte dos requisitos necessários para a
obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

UM MODELO DE PROGRAMAÇÃO LINEAR INTEIRA MISTA PARA O ROTEAMENTO
DE CAMINHÕES PRANCHA EM MINAS A CÉU ABERTO

Diego Dinarte Xavier Parreiras de Rezende

Junho/2023

Orientadores: Luciano Perdigão Cota
Tatianna Aparecida Pereira Beneteli

As minas de ferro a céu aberto geralmente ocupam uma vasta área geográfica. O avanço
das atividades em diversas cavas e diferentes frentes de lavra torna necessário o transporte de
alguns equipamentos de mineração por longas distâncias dentro da mina. Devido às restrições
de transporte em longas distâncias, caminhões prancha são usados para transportá-los. Garantir
a disponibilidade dos equipamentos de mineração nos locais necessários e na janela de tempo
é fundamental para a eficiência do setor de mineração. Para isso, é necessário realizar o ro-
teamento de caminhões prancha para coleta e entrega de equipamentos de mineração, o que
pode ser classificado como um problema de roteamento de veı́culos com coleta e entrega si-
multânea e janela de tempo. Para resolvê-lo, propomos uma formulação de programação linear
inteira mista que gera rotas balanceadas, respeitando os aspectos sociais na carga de trabalho
dos motoristas. Utilizamos um estudo de caso do complexo minerador de Carajás, no Brasil,
para avaliar a formulação. Nos experimentos computacionais, o modelo matemático proposto
conseguiu encontrar boas soluções para todos os cenários, validando a aplicabilidade do modelo
como ferramenta de apoio à decisão. Este estudo pode ser estendido para outros problemas com
caminhões prancha.

Palavras-chave: Problema de roteamento de veı́culos com coleta e entrega simultânea
e janela de tempo, Caminhões Prancha, Minas a céu aberto; Programação linear inteira mista
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Abstract

Abstract of Dissertation presented to the Graduate Program on Instrumentation, Control and
Automation of Mining Process as a partial fulfillment of the requirements for the degree of
Master of Science (M.Sc.)

A MIXED-INTEGER LINEAR PROGRAMMING MODEL FOR HEAVY HAULER
ROUTING IN OPEN-PIT MINES

Diego Dinarte Xavier Parreiras de Rezende

June/2023

Advisors: Luciano Perdigão Cota
Tatianna Aparecida Pereira Beneteli

Open-pit iron mines generally occupy a vast geographical area. The advance of activities
in several pits and different mining fronts makes it necessary to transport some mining equip-
ment over long distances inside the mine. Due to transportation constraints over long distances,
large tow trucks (heavy haulers) are used for transporting them. Ensuring mining equipment
availability at the required locations and time window is critical to the mining industry’s effi-
ciency. For this, it is necessary to perform the heavy haulers’ routing for pickup and delivery
of mining equipment, which can be classified as a vehicle routing problem with simultaneous
pickup-delivery and time windows. Applications for tow trucks are little explored in the liter-
ature. To solve it, we propose a mixed-integer linear programming formulation that generates
balanced routes, respecting social aspects in drivers’ workload. We use a study case from the
Carajás mining complex in Brazil to evaluate the formulation. In computational experiments,
the proposed mathematical model could find good solutions for all scenarios, validating the
model’s applicability as a decision-support tool. This study can be extended to other problems
with tow trucks.

Keywords: Vehicle routing problem with simultaneous pickup-delivery and time win-
dows, Heavy Haulers, Open-pit mines; Mixed-integer linear programming
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1. Introdução

1.1. Contextualização

A indústria de mineração é de grande relevância e está presente em todo o mundo.
No Brasil, o setor mineral é um segmento importante da economia nacional devido às vastas
reservas existentes e à posição do paı́s no comércio mundial de commodities minerais. Nesse
contexto, o ferro é o principal minério extraı́do no paı́s, destacando-se no mercado nacional e
internacional pela sua abundância e qualidade (PINTO et al., 2021).

Durante a elaboração do projeto de lavra, exige-se a realização de um estudo para di-
mensionamento dos equipamentos de carga e infraestrutura, como pás carregadeiras, perfura-
trizes, e tratores de esteira. Devido ao avanço das atividades de exploração mineral, torna-se
necessário o transporte dos equipamentos de mina por longas distâncias. Como alguns destes
equipamentos possuem restrições de deslocamento, é necessário transportá-los por meio de ca-
minhões prancha. Garantir a disponibilidade dos equipamentos de mina nos locais e horários
necessários é fundamental para a eficiência do processo na indústria de mineração.

As minas de ferro a céu aberto geralmente estão espalhadas por uma ampla área ge-
ográfica. Cada mina possui diversas cavas com diferentes frentes de lavra de onde o minério é
extraı́do. Além disso, atividades de perfuração de rochas também são realizadas nas minas. A
Figura 1.1 ilustra um caminhão prancha.

Figura 1.1: Caminhão prancha do complexo Carajás, da Vale S.A, no Brasil

Neste problema, é necessário realizar o planejamento da rota dos caminhões prancha
para o próximo turno de trabalho, considerando os equipamentos de mineração a serem trans-
portados, suas localizações e a janela de tempo para coleta e entrega. O objetivo é gerar rotas
balanceadas buscando a equidade da carga de trabalho dos motoristas. Este problema pode ser
classificado como um problema de roteamento de veı́culos com coleta e entrega simultânea e
janela de tempo (VRPSPDTW, do termo em inglês vehicle routing problem with simultaneous

pickup-delivery and time windows). Apesar da classe VRPSPDTW ser discutida na literatura,
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o problema abordado neste trabalho possui caracterı́sticas que o difere dos demais, como o
tempo necessário para prender e desprender as amarrações dos equipamentos de mineração
no caminhão prancha, o tempo para carga e descarga, o tempo para construção da rampa e o
transporte de um único equipamento por viagem.

1.2. Motivação

Atualmente, no complexo Carajás, da Vale S.A, uma equipe de planejamento realiza o
roteamento destes caminhões de maneira manual, por meio da estratégia de tentativa e erro. Esta
estratégia demanda muito tempo para ser realizada e não há garantia da qualidade da solução
obtida, devido à natureza do problema que pertence à classe NP-Difı́cil (LENSTRA e KAN,
1981). Além disso, o problema de roteamento de caminhões prancha para transporte de ativos
de mina com janela de tempo ainda não foi tratado na literatura. Portanto, também existe
motivação teórica para a realização do estudo.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo geral

O objetivo geral deste problema é propor e desenvolver um modelo de programação
linear inteira mista para resolver o problema de roteamento prancha no transporte de equipa-
mentos de mina, buscando gerar rotas balanceadas.

1.3.2. Objetivos especı́ficos

Para alcançar o objetivo geral, foram traçados os seguintes objetivos especı́ficos:

• Estudar e analisar trabalhos da literatura que tratam problemas relacionados;

• Estudar e analisar técnicas para problemas de otimização combinatória;

• Propor uma formulação de programação linear inteira mista para resolver o problema;

• Validar a formulação matemática proposta utilizando dados reais do complexo Carajás.

1.4. Contribuições

A seguir é listada as contribuições geradas durante a execução deste trabalho:

1. Artigo publicado no LIV Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO 2022),
realizado em Juiz de Fora, Brasil
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Tı́tulo: Roteamento de caminhões prancha para coleta e entrega de equipamentos de mina
a céu aberto: Um estudo de caso em Carajás

Autores: Diego D. X. P. de Rezende, Natanael S. Coutinho e Luciano P. Cota

2. Caracterização do problema em estudo;

3. Formulação de programação linear inteira mista para resolver o problema;

4. Protótipo de um sistema de suporte à decisão para o roteamento de caminhões prancha na
mineração.

1.5. Estrutura do trabalho

O restante da dissertação é organizada como segue. A revisão bibliográfica encontra-se
no Capı́tulo 2. No Capı́tulo 3 é apresentada a caracterização do problema. No Capı́tulo 4 é
apresentada a formulação matemática proposta. Os experimentos computacionais são mostra-
dos no Capı́tulo 5. Por fim, as conclusões e propostas de trabalhos futuros são apresentados,
respectivamente, nos Capı́tulos 6 e 7.
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2. Revisão Bibliográfica

Este capı́tulo apresenta uma revisão bibliográfica de trabalhos da literatura que tratam
problemas de roteamento de veı́culos. Na Seção 2.1 os problemas de roteamento de veı́culos
são apresentados e na Seção 2.2 são reportados os trabalhos relacionados.

2.1. O Problema de Roteamento de Veı́culos

Introduzido há cerca de sessenta anos por Dantzig e Ramser (1959), o clássico problema
de roteamento de veı́culos (VRP, do termo em inglês vehicle routing problem) e suas variantes
têm sido intensamente estudado. O VRP visa determinar um plano de roteamento para atender
um conjunto de clientes com uma frota de veı́culos idênticos. O problema tem as seguintes
premissas: i) cada cliente deve ser visitado apenas uma vez por um veı́culo; ii) cada rota deve
começar e terminar no depósito; iii) várias restrições laterais devem ser satisfeitas. A literatura
possui diversos algoritmos exatos e meta-heurı́sticas para o VRP e suas variantes. Para saber
mais, o leitor pode consultar o livro de Toth e Vigo (2014) e os surveys de Laporte (2009), Çağrı
Koç et al. (2016), Çağrı Koç e Laporte (2018) e Vidal et al. (2020).

Uma variante importante do VRP é o VRPPD, do termo em inglês vehicle routing pro-

blem with pickup and delivery, que considera a coleta e a entrega. Buscando aproximar o
modelo de aplicações industriais, diversas caracterı́sticas podem ser inseridas no VRPPD: ja-
nela de tempo, custo de viagem, capacidade do veı́culo, frota de veı́culos heterogênea, tempo de
viagem do veı́culo, velocidade do veı́culo e restrições de rota. Além disso, diferentes funções
objetivo podem ser consideradas, como as relacionadas aos custos de viagem e satisfação dos
requisitos do cliente, aos aspectos ambientais e sociais, como carga de trabalho dos motoristas
e emissão de gases de efeito estufa Galindres et al. (2023); Lozano et al. (2016).

Segundo Ojeda Rios et al. (2021) e Kucukoglu et al. (2021), o VRPPD pode ser classi-
ficado em três categorias:

i) Primeiro entrega e depois coleta: os veı́culos realizam a operação de coleta após a en-
trega. Esta categoria é denominada problemas de roteamento de veı́culos com backhauls

(VRPB, do termo em inglês vehicle routing problems with backhauls).

ii) Coleta e entrega mistas: os veı́culos entregam ou coletam em qualquer sequência ao
longo de suas rotas. Esta categoria é denominada problemas de roteamento de veı́culos
com backhauls mistos (MVRPB, do termo em inglês mixed vehicle routing problem with

backhauls).

iii) Coleta e entrega simultâneas: os veı́culos realizam simultaneamente a entrega e a coleta.
Esta categoria é denominada problemas de roteamento de veı́culos com coleta e entrega
simultâneas (VRPSPD, do termo em inglês vehicle routing problems with simultaneous

pickup and delivery).
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O problema apresentado nessa dissertação se enquadra na classe do VRPSPD. Em pro-
blemas dessa classe, tem-se um conjunto de clientes que possui uma determinada solicitação de
serviço. Deseja-se que cada item seja coletado em um determinado local (origem) e entregue
em um local diferente (destino). Algumas restrições de tempo devem ser respeitadas, ou seja,
as restrições de janela de tempo impõe a realização da coleta dentro de um intervalo tempo
e a realização da entrega dentro de um outro intervalo de tempo. O problema de otimização
consiste em atribuir um veı́culo (ou sequência de veı́culos) à solicitação de cada cliente e deter-
minar as rotas para os veı́culos realizarem todos os serviços com custo mı́nimo, considerando
as restrições de tempo.

2.2. Trabalhos Relacionados

Nesta seção são apresentados trabalhos relacionados que trataram o problema VRPSPD.
O problema VRPSPD foi abordado pela primeira vez por Min (1989). Este problema visa
encontrar uma série de rotas para um conjunto de veı́culos com custo mı́nimo. Os clientes
devem ser atendidos de forma adequada, satisfazendo a restrição de capacidade de transporte
do veı́culo (produtos ou pessoas) que devem ser coletados e entregues a cada cliente (nó). A
rota deve começar com um depósito e chegar ao mesmo depósito. O objetivo é encontrar boas
soluções para o problema.

Ao longo dos anos, vários modelos matemáticos e algoritmos foram desenvolvidos para
resolver o VRPSPD. Dell’Amico et al. (2006) desenvolveram um algoritmo exato de branch-

and-price para seu modelo de fluxo de commodities de dois ı́ndices. O método encontrou
soluções ótimas em instâncias com até 40 clientes.

Devido a limitações computacionais, algoritmos exatos precisam de mais tempo do que
heurı́sticas para resolver problemas de médio e grande porte. Portanto, diferentes métodos
heurı́sticos têm sido aplicados. Belgin et al. (2018) investigaram um VRPSPD de dois nı́veis e
propôs um algoritmo baseado no variable neighborhood descent (VND) para resolvê-lo. Wang
et al. (2018) estudaram a otimização de rotas de veı́culos com entrega e coleta considerando
a colaboração e o compartilhamento de recursos de transporte. Os autores propuseram uma
heurı́stica eficaz combinando K-means clustering e NSGA-II para resolver a otimização de ro-
teamento de veı́culos com coleta e entrega.

Em Hornstra et al. (2020), os autores introduziram o problema de roteamento de veı́culos
com custos simultâneos de coleta e entrega e manuseio (VRPSPD-H, do termo em inglês vehicle

routing problem with simultaneous pickup and delivery and handling costs). No VRPSPD-H,
uma frota de veı́culos opera a partir de um único depósito para atender a todos os clientes. Há
uma demanda de entrega e coleta onde todos os itens de entrega saem da origem e todos os
itens de coleta vão para o depósito. Os itens nos veı́culos são organizados como uma única
pilha linear onde apenas o último item carregado é acessı́vel. As operações de manuseio são
necessárias se os itens de entrega não forem os últimos carregados. Os autores propuseram uma
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meta-heurı́stica ALNS para resolver o problema.
Olgun et al. (2021) propuseram uma formulação matemática para o VRPSPD verde

(G-VRPSPD, do termo em inglês green vehicle routing problem with simultaneous pickup and

delivery). Os autores desenvolveram um algoritmo hiper-heurı́stico baseado no Iterated Local

Search (ILS) e no VND para obter soluções de alta qualidade. O G-VRPSPD constrói rotas de
veı́culos enquanto atende simultaneamente às demandas de coleta e entrega dos clientes para
minimizar os custos de combustı́vel. Para calcular o consumo de combustı́vel, o autor utiliza
a função de Xiao et al. (2012), em que a taxa de consumo de combustı́vel por unidade de
volume é diretamente proporcional à distância percorrida e ao peso do veı́culo. Além disso,
foi investigado o efeito da função objetivo verde no custo total do consumo de combustı́vel,
comparando o G-VRPSPD com o VRPSPD.

Yu et al. (2023) estudaram uma variante do VRPSPD com motoristas parceiros envolvi-
dos no sistema de entrega em conjunto com motoristas dedicados. Os motoristas têm restrições
de disponibilidade e capacidade, como o tipo de cliente, a distância do cliente até a sua rota,
e a capacidade de atender apenas um cliente por vez. O objetivo é minimizar o custo total do
sistema de entrega, incluindo o custo dos motoristas dedicados e parceiros. Os autores desen-
volveram um algoritmo baseado na meta-heurı́stica Simulated Annealing para tratar o problema.

Mais detalhes sobre os métodos de solução desenvolvidos para o VRPSPD podem ser
vistos na recente pesquisa de Çağrı Koç et al. (2020). A seguir, são apresentados alguns
trabalhos da literatura que tratam do problema de roteamento de veı́culos com coleta e en-
trega simultânea e janela de tempo (VRPSPDTW, do termo em inglês vehicle routing pro-

blem with simultaneous pickup-delivery and time windows), que é uma extensão do VRPSPD.
O VRPSPDTW é mais desafiador computacionalmente e tem ampla aplicação na indústria
de logı́stica, mas ainda é menos investigado na literatura do que o VRPSPD. A solução do
VRPSPDTW ajudará as empresas de logı́stica a reduzir custos e fornecer um melhor atendi-
mento ao cliente, aumentando a competitividade das empresas de logı́stica que enfrentam uma
concorrência acirrada (SHI et al., 2020).

Um algoritmo exato para o VRPSDPTW é apresentado em Angelelli e Mansini (2002),
utilizando uma abordagem de branch-and-price. O problema elementar do caminho mais curto
com uma janela de tempo e restrições de capacidade é usado como um pricing problem. Um
procedimento de branch-and-bound é empregado para obter soluções inteiras. Esse artigo foi o
primeiro a abordar a extensão do VRPSDPTW e a maior instância resolvida contém 20 clientes.

Louati et al. (2021) abordaram um problema real em uma grande empresa de avicul-
tura da Tunı́sia chamada CHAHIA. O objetivo é encontrar as melhores rotas para os veı́culos
entregarem os produtos aos clientes e recolherem as caixas vazias, minimizando os custos de
transporte. Os autores consideraram aspectos como capacidade dos veı́culos, janelas de tempo e
tempos de carregamento e descarregamento. Três modelos de programação linear inteira mista
foram propostos para resolver o problema. No primeiro, a coleta e a entrega são realizadas
simultaneamente. No segundo, a coleta e a entrega podem ser realizadas simultaneamente ou
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separadamente. Por fim, no terceiro, a coleta e a entrega são realizadas simultaneamente e o
recolhimento de todas as caixas vazias não é obrigatório. No entanto, as caixas vazias não re-
colhidas são penalizadas na função objetivo. Os autores utilizaram dados reais da empresa para
validar os modelos matemáticos por meio do solver CPLEX.

Como a primeira tentativa de resolver o VRPSPDTW implementando heurı́sticas, Cao
e Lai (2007) propuseram um algoritmo genético aprimorado ao projetar uma nova codificação
decimal de acordo com uma sequência anterior entre todos os clientes. Além disso, seus resul-
tados experimentais mostraram que o algoritmo aprimorado poderia efetivamente encontrar a
solução ótima ou uma boa solução quando o número máximo de clientes é igual a oito.

Shi et al. (2018) investigaram o problema de roteamento estocástico de atendimento do-
miciliar de saúde considerando a entrega e coleta simultâneas dos medicamentos. Um algoritmo
Hybrid Simulated Annealing foi projetado para obter soluções boas.

Khodashenas et al. (2022) abordaram conjuntamente dois problemas: o VRPSPDTW
sob incertezas e arranjo ótimo de mercadorias nos caminhões.Algoritmos exatos e heurı́sticos
foram propostos para tratar os dois problemas. Os algoritmos foram validados por meio de
instâncias da literatura, e posteriormente, o melhor algoritmo, foi aplicado a um estudo de caso
real da Golrang Broadcasting Company, empresa lı́der na indústria de eletrodomésticos do Irã.

Os problemas de roteamento de veı́culos também podem ser divididos em duas classes,
de acordo com o tipo de carga transportada: problemas de roteamento de caminhões cheios e
problemas de roteamento de cargas menores. Os problemas de roteamento de caminhões cheios
lidam com veı́culos de capacidade unitária e demanda ou oferta unitária em cada localização
do cliente. Assim, em uma situação de backhauling, uma rota de veı́culo pode incluir apenas
um local de entrega e um local de coleta entre duas paradas no depósito. No caso de locais de
coleta e entrega emparelhados, apenas o cliente pode ser visitado entre uma coleta e o local de
entrega associado.

Gronalt e Hirsch (2007) apresentam um método de solução baseado em busca tabu para
agendamento de caminhões de toras de madeira. Uma frota de m caminhões de toras situada nas
respectivas residências dos caminhoneiros deve realizar n transportes de toras entre vários locais
de estocagem de madeira e instalações industriais. Todos os transportes são realizados como
caminhões cheios. Como os movimentos dos caminhões cheios são conhecidos, o objetivo é
minimizar a duração total dos movimentos dos caminhões vazios. Além do VRP padrão, foram
consideradas restrições de peso na malha viária, depósitos múltiplos e janela de tempo nas
instalações industriais e nas residências dos caminhoneiros.

A Tabela 2.1 resume a comparação da proposta desta dissertação com trabalhos da lite-
ratura que tratam do VRPSPD, citados nesta seção. Observa-se que muitas das caracterı́sticas
da proposta não foram abordadas em outros trabalhos.
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2.3. Considerações Finais

Neste capı́tulo foram apresentados trabalhos da literatura que tratam de problemas de
roteamento de veı́culos. Ao final, também é realizada uma comparação do estudo proposto
nesta dissertação com estes trabalhos da literatura.
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3. Caracterização do Problema

Este trabalho trata de um problema de roteamento de caminhões prancha para transportar
equipamentos de mineração com janela de tempo em áreas de mina a céu aberto. Os caminhões
prancha transportam equipamentos de carga e infraestrutura de acordo com as necessidades da
operação. As caracterı́sticas deste problema são apresentadas a seguir.

1. Caminhões prancha (H )

(a) Existe um conjunto de caminhões prancha responsáveis pela coleta e entrega de
equipamentos de mineração;

(b) A frota de caminhões prancha H é heterogênea;

(c) Cada caminhão prancha k ∈H tem uma capacidade de carga LCk em toneladas;

(d) Cada caminhão prancha k ∈H tem uma localização no inı́cio do horizonte de pla-
nejamento;

(e) Existe um tempo TBRk para construir a rampa de carga e descarga em cada caminhão
prancha k ∈H . A rampa é feita por uma carregadeira utilizando materiais como
terra e escória.

2. Equipamentos de mineração a serem transportados (E )

(a) Existe um conjunto de equipamentos de mineração E que precisam ser transportados
por caminhões prancha por longas distâncias;

(b) Cada equipamento deverá ser coletado em um local e, logo após, deverá ser trans-
portado até o local de entrega;

(c) Cada equipamento a ser coletado ou entregue no local i tem peso EWi em toneladas;

(d) Cada equipamento a ser coletado ou entregue no local i necessita de um tempo LTi,
em minutos, para prender ou desprender as amarrações no caminhão prancha;

(e) Existe um tempo de carga e descarga LUi, em minutos, para cada equipamento a ser
coletado ou entregue no local i.

A seguir é apresentado um pequeno exemplo do problema de roteamento de caminhões
prancha para facilitar o entendimento. Neste exemplo, há quatro equipamentos de mineração e
dois caminhões prancha. Para simplificar o exemplo, não foram considerados o tempo de carga
e descarga, o tempo para prender e desprender as amarrações e o tempo de construção da rampa.

A Tabela 3.1 mostra a matriz de tempo de viagem para coleta (identificada por P) e
entrega (identificada por D) em minutos. Por exemplo, o primeiro equipamento de mineração
será coletado em P1 e entregue em D1. O depósito é identificado por DEP.
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Tabela 3.1: Matriz de tempo de viagem entre os locais de coleta e entrega em minutos.

Coleta Entrega
DEP P1 P2 P3 P4 D1 D2 D3 D4 DEP

DEP 0 38 56 18 49 56 25 21 50 0
P1 38 0 32 41 46 18 51 17 88 38
P2 56 32 0 66 77 29 76 39 98 56
P3 18 41 66 0 33 58 10 27 57 18
P4 49 46 77 33 0 56 36 44 89 49

D1 56 18 29 58 56 0 68 35 105 56
D2 25 51 76 10 36 68 0 37 52 25
D3 21 17 39 27 44 35 37 0 70 21
D4 50 88 98 57 89 105 52 70 0 50

DEP 0 38 56 18 49 56 25 21 50 0

A Tabela 3.2 apresenta uma solução viável para este roteamento. O caminhão prancha 1
sai do depósito e coleta o equipamento de mineração 1 no local P1, depois segue para o local
D1 para a entrega. Depois disso, este caminhão prancha parte para o local P2 para a coletar o
equipamento de mineração 2 e, em seguida, segue para o local D2 para realizar a entrega. Por
fim, o caminhão prancha 1 retorna ao depósito para finalizar o seu percurso. Por outro lado, o
caminhão prancha 2 sai do depósito, coleta o equipamento de mineração 3 no local P3 e segue
para o local D3 para a entrega. Na sequência, segue para o local P4 para coletar o equipamento
4 e, em seguida, segue para o local D4 para a realizar a entrega. Por fim, o caminhão prancha 2
retorna ao depósito para finalizar o percurso. A Figura 3.1 ilustra esta solução. Os caminhões
prancha 1 e 2 são identificados pelos termos em inglês Heavy Hauler 1 e Heavy Hauler 2,
respectivamente.
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Figura 3.1: Exemplo de solução para dois caminhões prancha

A Tabela 3.2 apresenta a rota realizada e o tempo gasto para completar o percurso, em
minutos, de cada caminhão prancha. Observa-se que a rota do caminhão prancha 1 tem um
custo de 186 minutos e a do caminhão prancha 2 tem um custo de 228 minutos. Portanto, o
valor da função objetivo é 228 minutos.

Tabela 3.2: Exemplo de solução para dois caminhões prancha.

Caminhão Prancha Rotas Custo (min)

1 DEP⇒ P1⇒ D1⇒ P2⇒ D2⇒ DEP 186
2 DEP⇒ P3⇒ D3⇒ P4⇒ D4⇒ DEP 228

3.1. Considerações Finais

O problema tratado neste trabalho foi descrito em detalhes neste capı́tulo, esclarecendo
o processo de roteamento de caminhões prancha. Um exemplo fictı́cio, de pequeno porte, foi
utilizado para facilitar a compreensão do problema em estudo.
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4. Formulação Matemática Proposta

Este capı́tulo apresenta a formulação de programação linear inteira mista proposta para
resolver o problema.

4.1. Conjuntos, ı́ndices, parâmetros e variáveis de decisão

A seguir são apresentados os conjuntos, ı́ndices, parâmetros e variáveis de decisão usa-
dos na formulação.

• Conjuntos:

H : conjunto de caminhões prancha;

P : conjunto de locais de coleta;

D : conjunto de locais de entrega;

L : P ∪D ;

V : P ∪D ∪ {v0} ∪ {v2n+1}, onde n corresponde ao número de equipamentos que
serão transportados, v0 corresponde ao local de partida dos caminhões prancha e
v2n+1 corresponde ao local de retorno dos caminhões prancha ao final da rota.

• Índices:

i, j : ı́ndice para os conjuntos P , D , L e V ;

k : ı́ndice para o conjunto H .

• Parâmetros:

TT i j : tempo de viagem entre dois vértices i ∈ V e j ∈ V (minutos);

LT i : tempo necessário para prender ou desprender as amarrações dos equipamentos a
serem coletados ou entregues em i ∈L (minutos);

LUi : tempo de carga ou descarga dos equipamentos a serem coletados ou entregues em
i ∈L (minutos);

TBRk : tempo para construir rampa de carga e descarga no caminhão prancha k ∈ H

(minutos);

EW i : peso dos equipamentos de mineração a serem coletados ou entregues a i ∈ L

(toneladas);

LCk : capacidade de carga do caminhão prancha k ∈H (toneladas);

Ai : inı́cio da janela de tempo para transporte dos equipamentos a serem coletados ou
entregues em i ∈ V ;
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Bi : fim da janela de tempo para transporte dos equipamentos a serem coletados ou
entregues em i ∈ V .

• Variáveis de decisão:

xi jk :


1 se o caminhão prancha k ∈H parte do local i ∈ V em direção ao local

j ∈ V ;

0 caso contrário;

wik : instante em que o caminhão prancha k ∈H visita o local i ∈ V ;

sik : tempo gasto pelo caminhão prancha k ∈H para coleta ou entrega no local i ∈L

(minutos);

mrd : duração máxima da rota.

4.2. A formulação matemática

min mrd (4.1)

A equação (4.1) descreve a função objetivo do problema, que busca minimizar a maior
rota. Isto implica em gerar rotas balanceadas, pois o instante final da maior rota será equivalente
ao final da operação.

∑
k∈H

∑
j∈V −[v0]

xi jk

j 6=i

= 1, ∀ i ∈L (4.2)

∑
i∈V −[v2n+1]

i 6=r

xirk− ∑
j∈V −[v0]

j 6=r

xr jk = 0, ∀ k ∈H ,∀ r ∈L (4.3)

∑
i∈V −[v2n+1]

i6= j

xi jk− ∑
i∈L

i 6= j+n

xi, j+n,k = 0, ∀ k ∈H ,∀ j ∈P (4.4)

∑
j∈V −[v0]

x0 jk = 1, ∀ k ∈H (4.5)

∑
i∈V −[v2n+1]

xi,2n+1,k = 1, ∀ k ∈H (4.6)

As restrições (4.2) garantem que todos os locais sejam visitados apenas uma vez. As
restrições (4.3) garantem o fluxo da rede. As restrições (4.4) asseguram que todos os equipa-
mentos coletados por um caminhão sejam entregues. Já as restrições (4.5) e (4.6) garantem que
todos os caminhões prancha saiam e retornem ao depósito apenas uma vez.
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s0,k = s2n+1,k = 0, ∀ k ∈H (4.7)

w0k = 0, ∀ k ∈H (4.8)

As restrições (4.7) garantem que nenhuma atividade seja realizada no depósito. Cada
caminhão prancha parte do depósito no instante zero, o que é assegurado pelas restrições (4.8).

T BRk +LUi +LTi = sik, ∀ k ∈H ,∀ i ∈L (4.9)

wik + sik +T Ti j−Bi(1− xi jk)≤ w jk, ∀ k ∈H ,∀ i ∈ V ,∀ j ∈ V (4.10)

wik + sik +T Ti,n+i = wn+i,k, ∀ k ∈H ,∀ i ∈P (4.11)

Esse conjuntos de restrições é novo na literatura. Ele trata de caracterı́sticas particulares
do problema abordado, como o tempo de carga e descarga, o tempo para prender e desprender as
amarrações e o tempo de construção da rampa. Também é assegurado que a carga seja unitária
(apenas um equipamento de mineração) e que a entrega seja realizada imediatamente após a
coleta.

As restrições (4.9) calculam o tempo total que cada caminhão prancha permanece nos
locais de carga e descarga. As restrições (4.10) garantem que o instante em que um local é
visitado para coleta ou entrega de um equipamento deve ser maior que o instante de visita ao
último local, mais os tempos de carregamento e de deslocamento até o local atual. As restrições
(4.11) garantem que o instante de entrega do equipamento será logo após o instante de coleta,
somando-se os tempos de carregamento e de transporte.

mrd ≥ w2n+1,k, ∀ k ∈H (4.12)

xi jkEWj ≤ LCk, ∀ k ∈H ,∀ i ∈ V ,∀ j ∈L (4.13)

Ai ≤ wik, ∀ k ∈H ,∀ i ∈ V (4.14)

wik + sik ≤ Bi, ∀ k ∈H ,∀ i ∈ V (4.15)

As restrições (4.12) calculam a duração máxima da rota. As restrições (4.13) garantem
que o caminhão prancha só transporte equipamentos com um peso menor que sua capacidade
de carga. A garantia de que o horário de coleta dos equipamentos respeite o inı́cio da janela
de tempo e que a entrega não ultrapasse o horário de término da janela de tempo é dada pelas
restrições (4.15) e (4.14), respectivamente.
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xi jk ∈ {0,1}, ∀ k ∈H ,∀ i ∈ V ,∀ j emV (4.16)

sik ≥ 0, ∀ k ∈H ,∀ i ∈ V (4.17)

As de restrições (4.16) e (4.17) definem o domı́nio das variáveis x e s, respectivamente.

4.3. Considerações Finais

Neste capı́tulo foi apresentado o modelo matemático com os seus conjuntos, ı́ndices,
parâmetros, variáveis de decisão, função objetivo e restrições. No próximo capı́tulo é realizada
a validação da formulação linear inteira mista utilizando um estudo de caso da mineração.
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5. Experimentos Computacionais

Para avaliar o modelo matemático proposto, foram realizados experimentos computaci-
onais usando um estudo de caso do complexo Carajás. O modelo foi implementado no solver
Gurobi®, versão 6.5.1. O computador utilizado nos experimentos computacionais foi um Intel
Xeon CPU E5-2670 v3 2.30GHZ, com três processadores, 16 GB de memória RAM e sistema
operacional Windows Server 2012.

5.1. Estudo de Caso

A Tabela 5.1 informa os equipamentos de mineração que devem ser transportados no
próximo turno de trabalho de 9 horas. Equipamentos com prefixos DR e SH correspondem
a perfuratrizes e escavadeiras, respectivamente. Além disso, é informada as seguintes carac-
terı́sticas de cada equipamento: i) local de coleta; ii) local de entrega; iii) peso do equipamento;
iv) o tempo necessário para prender e desprender o equipamento no caminhão prancha; v) o
tempo de carga e descarga; vi) a janela de tempo de coleta; vii) a janela de tempo de entrega.

Tabela 5.1: Caracterı́sticas dos equipamentos de mineração a serem transportados.

Coleta Entrega
Equip. Local Local Peso Tempo de Tempo de Inı́cio janela Fim janela Inı́cio janela Fim janela
para de de Equip. amarração embarque de tempo de tempo de tempo de tempo

transporte Coleta Entrega (t) (min) (min) (min) (min) (min) (min)

DR 0601 P1 D1 58 2 10 0 350 0 540
DR 7114 P2 D2 110 5 12 0 380 0 540
DR 0710 P3 D3 58 2 10 50 400 0 540
DR 7305 P4 D4 58 2 10 70 450 0 540
SH 9602 P5 D5 58 2 10 80 520 0 540
SH 1117 P6 D6 58 2 10 0 250 0 540
SH 1116 P7 D7 58 2 10 0 300 0 540
SH 9604 P8 D8 58 2 10 100 540 0 540

Na Tabela 5.2 são apresentados os dados dos caminhões prancha. Para cada um deles,
são descritas a capacidade de carga e o tempo necessário para a construção da rampa que permite
o carregamento e descarregamento dos equipamentos de mineração. Os caminhões prancha
estão identificados pela sigla HH, do termo em inglês Heavy Heauler. Existem três caminhões
prancha (HH1, HH2 e HH3) no complexo de Carajás. Um quarto veı́culo foi utilizado para
simular uma possı́vel expansão da frota, o HH4 (cópia do HH2).

Tabela 5.2: Caracterı́sticas dos caminhões prancha.

Caminhões prancha
HH1 HH2 HH3 HH4

Capacidade de carga (t) 110 115 110 115
Tempo de construção da rampa (min) 20 20 20 20
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Finalmente, a Tabela 5.3 exibe a matriz de tempo médio de viagem entre os locais de
coleta e entrega, bem como ao depósito.

Tabela 5.3: Tempo médio de viagem em minutos.

Coleta Entrega
DEP P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 DEP

DEP 0 18 21 10 16 21 14 1 8 14 1 1 10 14 18 11 1 0
P1 18 0 3 14 6 11 5 18 23 29 18 18 14 5 1 26 18 18
P2 21 3 0 17 9 14 8 21 26 32 21 21 17 8 3 29 21 21
P3 10 14 17 0 12 17 11 10 14 20 10 10 1 11 14 17 10 10
P4 16 6 9 12 0 6 3 16 21 27 16 16 12 3 6 24 16 16
P5 21 11 14 17 6 0 8 21 26 32 21 21 17 8 11 23 21 21
P6 14 5 8 11 3 8 0 14 19 25 14 14 11 1 5 22 14 14
P7 1 18 21 10 16 21 14 0 8 14 1 1 10 14 18 11 1 1
P8 8 23 26 14 21 26 19 8 0 6 8 8 21 19 23 3 8 8
D1 14 29 32 20 27 32 25 14 6 0 14 14 20 25 29 3 14 14
D2 1 18 21 10 16 21 14 1 8 14 0 1 10 14 18 11 1 1
D3 1 18 21 10 16 21 14 1 8 14 1 0 10 14 18 11 1 1
D4 10 14 17 1 12 17 11 10 14 20 10 10 0 11 14 17 10 10
D5 14 5 8 11 3 8 1 14 19 25 14 14 11 0 5 22 14 14
D6 18 1 3 14 6 11 5 18 23 29 18 18 14 5 0 26 18 18
D7 11 26 29 17 24 29 22 11 3 3 11 11 17 22 26 0 11 11
D8 1 18 21 10 16 21 14 1 8 14 1 1 10 14 18 11 0 1

DEP 0 18 21 10 16 21 14 1 8 14 1 1 10 14 18 11 1 0

No complexo Carajás, normalmente seis equipamentos de mineração são transporta-
dos a cada turno de trabalho por meio de três caminhões prancha. Com base nisso, o modelo
matemático foi avaliado em nove cenários, variando a quantidade de caminhões prancha e equi-
pamentos a serem transportados. Os cenários analisados são apresentados na Tabela 5.4. A
quantidade de caminhões prancha variou de dois a quatro, buscando simular a indisponibili-
dade de um caminhão prancha (para manutenção, por exemplo), o cenário real e o investimento
na compra de um novo veı́culo para ampliar a frota. O número de equipamentos transportados
variou de quatro a oito, ilustrando a variabilidade da demanda entre os turnos de trabalho.

Tabela 5.4: Cenários para avaliar o modelo matemático.

# Cenário # Caminhões Prancha # Equipamentos de Mineração
1

2
4

2 6
3 8
4

3
4

5 6
6 8
7

4
4

8 6
9 8

5.2. Análise dos resultados

Esta subseção relata os resultados obtidos pelo modelo matemático para cada cenário
analisado. Foram considerados limites de tempo de 1 hora e 2 horas no resolvedor Gurobi, que
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são adequados para a tomada de decisão na troca de turno de trabalho. A Tabela 5.5 apresenta
o número de caminhões prancha utilizados, o número de equipamentos de mineração a serem
transportados, o valor da função objetivo (duração da maior rota), o tempo gasto pelo solver e
o GAP. Para os casos em que a solução ótima foi encontrada no tempo limite de 1 hora, não foi
realizada a execução do cenário para um tempo limite de 2 horas.

Tabela 5.5: Resultados computacionais.

Cenários Tempo Limite de 1 hora Tempo Limite de 2 horas
Número # Caminhões # Equip. Função Tempo Proc. GAP Função Tempo Proc. GAP

Prancha Objetivo (segundos) (%) Objetivo (segundos) (%)
1 4 218 0.48 0 - - -
2 2 6 296 87.75 0 - - -
3 8 394 3600.00 100.00 394 6449.76 0
4 4 201 0.54 0 - - -
5 3 6 218 115.47 0 - - -
6 8 269 3600.00 67.66 269 7200.00 43.87
7 4 156 0.60 0 - - -
8 4 6 201 269.24 0 - - -
9 8 206 3600.00 100.00 201 7200.00 85.09

Em seis cenários, para um tempo limite de 1 hora, o modelo matemático comprovou a
otimalidade da solução encontrada (GAP = 0). Em um tempo limite de 2 horas, o modelo con-
seguiu encontrar a solução ótima para mais um cenário, o cenário 3. Em apenas dois cenários,
6 e 9, o modelo não confirmou a otimalidade (GAP > 0). Entretanto, a falta de comprovação
de que a solução é ótima não indica que o resultado seja ruim. Devido à natureza do problema,
os modelos matemáticos têm grande dificuldade em provar a otimalidade das soluções. Por
exemplo, no cenário 3, o GAP foi de 100% para um limite de tempo de processamento de 1
hora e de 0% para um limite de 2 horas. No entanto, o valor da função objetivo foi o mesmo em
ambos os casos. Portanto, o tempo limite de 1 hora foi insuficiente para provar a otimalidade
da solução, que já era ótima.

A seguir, são detalhadas as rotas de três cenários: 5, 6 e 9. O cenário 5 foi represen-
tado por ser o mais comum no complexo Carajás. Nos cenários 6 e 9, o modelo matemático
não provou a otimalidade. A Tabela 5.6 descreve detalhadamente as soluções geradas para
esses cenários, informando quais caminhões prancha devem transportar cada equipamento de
mineração, o instante em que cada equipamento é coletado e entregue, o tempo de preparação
para carga e descarga, o tempo de viagem, o custo de cada rota e a função objetivo (em negrito).
Observa-se que as rotas foram balanceadas, mesmo nos cenários onde a otimalidade não foi
comprovada. Esses resultados mostram que todas as soluções geradas podem apoiar a tomada
de decisão.
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Tabela 5.6: Informações detalhadas para os cenários 05, 06 e 09.

Cenário Caminhão Equipamento Instante Tempo de Tempo de Tempo de Instante Custo
prancha de Mineração de Coleta Preparação Viagem Preparação de Entrega da Rota

(min) de Carga (min) de Descarga (min) (min)
(min) (min)

5

HH1
DR 0601 18 32 29 32 111

206
DR 0710 131 32 10 32 205

HH2
DR 7114 21 37 21 37 116

218
DR 7305 132 32 12 32 208

HH3
SH 1117 14 32 5 32 83

180
SH 9602 94 32 8 32 166

6

HH1
SH 1117 14 32 5 32 83

241DR 7305 89 32 12 32 165
DR 0710 166 32 10 32 240

HH2
SH 1116 1 32 11 32 76

269SH 9602 105 32 8 32 177
SH 9604 196 32 8 32 268

HH3
DR 7114 21 37 21 37 116

241
DR 0601 134 32 29 32 227

9

HH1
SH 1117 14 32 5 32 83

175
DR 7305 89 32 12 32 165

HH2
DR 7114 21 37 21 37 116

201
DR 0710 126 32 10 32 200

HH3
SH 1116 1 32 11 32 76

191
SH 9602 105 32 8 32 177

HH4
DR 0601 18 32 29 32 111

190
SH 9604 117 32 8 32 189

As figuras 5.1, 5.2 e 5.3 ilustram as rotas geradas para os cenários 5, 6 e 9, respecti-
vamente. Por exemplo, na rota do cenário 6, observa-se que o caminhão prancha HH1 sai do
depósito em direção a P6, coleta o equipamento de mineração SH 1117 e parte em direção a D6
para entregá-lo. Em seguida, o caminhão HH1 parte em direção ao P4, coleta o equipamento de
mineração DR 7305 e o entrega no local D4. Na sequência, o caminhão prancha HH1 parte em
direção ao P3, coleta o equipamento de mineração DR 0710 e o entrega no local D3. Por fim,
HH1 retorna ao depósito para completar a rota.
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Figura 5.1: Rotas geradas para o cenário 05

Figura 5.2: Rotas geradas para o cenário 06
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Figura 5.3: Rotas geradas para o cenário 09

5.3. Considerações Finais

A partir dos resultados apresentados neste capı́tulo, concluı́-se que o modelo matemático
proposto é capaz de encontrar boas soluções para o problema de roteamento de caminhões
prancha no transporte de equipamentos de mina.
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6. Conclusões

Este trabalho trata do problema de roteamento de caminhões prancha para transporte
de equipamentos de mineração com janela de tempo em minas a céu aberto. Este problema
possui caracterı́sticas ainda não abordadas na literatura, como o tempo necessário para prender e
desprender as amarrações, o tempo para construção de uma rampa, o tempo de carga e descarga,
a capacidade de carga dos caminhões prancha e o peso do equipamento a ser transportado. O
modelo proposto também considera que os equipamentos devem ser entregues imediatamente
após sua coleta e que cada caminhão prancha pode transportar apenas um equipamento por vez.

O roteamento otimizado dos caminhões prancha impacta diretamente nas operações dos
equipamentos de mineração em minas a céu aberto. Atualmente, esse roteamento ainda é feito
de forma empı́rica, utilizando estratégias manuais.

Uma formulação de programação linear inteira mista foi proposta para resolver o pro-
blema. Esta formulação foi validada usando um estudo de caso do complexo Carajás, da Vale
S.A, no Brasil. Foram utilizados nove cenários variando o número de caminhões prancha e
equipamentos de mineração. O modelo proposto encontrou boas soluções com rotas balance-
adas para os caminhões prancha em todos os cenários analisados. Os resultados validaram a
utilização do modelo como um sistema de suporte à decisão para cenários similares aos avalia-
dos.
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7. Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, sugere-se:

1. Desenvolver algoritmos meta-heurı́sticos para tratar instâncias de grande porte do pro-
blema;

2. Analisar incertezas presentes no tempo de viagem e nos tempos de amarração e desamarração
da carga;

3. Estender o estudo para outras frotas de caminhões em minas a céu aberto, como ca-
minhões pipa e comboios de lubrificação;

4. Realizar teste piloto do protótipo proposto em área operacional, realizar as melhorias
necessárias e implementá-lo na forma de um sistema de suporte à decisão.
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